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Metode Runge-Kutta Kuntzmann (RKKu) adalah salah satu metode numerik yang digunakan 
untuk menyelesaikan persamaan diferensial orde satu. Penelitian ini membahas Modifikasi Metode 
Runge-Kutta Kuntzmann menggunakan kombinasi rata-rata Lehmer (RKKuCCL) dengan p = 1 
dan p = 2 dengan tujuan untuk mendapatkan varian dari persamaan RKKu. Modifikasi Metode 
RKKu diperoleh dengan menggantikan rata-rata aritmatik pada persamaan konveks rata-rata 
Lehmer untuk nilai p = 1 dan p = 2. Selanjutnya, diperoleh galat pemotongan dan nilai kestabilan 
dari RKKuCCL pada orde lima. Simulasi numerik dilakukan pada dua contoh soal untuk menguji 
galat yang diperoleh dan hasilnya menunjukkan bahwa galat dari Modifikasi Metode RKKuCCL 
lebih baik daripada Metode RKKu, RKKuG, dan RKKuH untuk persamaan diferensial yy '  
pada 2,0  dan untuk persamaan diferensial yy /1' , galat Modifikasi Metode RKKu lebih 
baik daripada Metode RKKuCCL. 
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Fourth order Kuntzmann Runge Kutta method (RKKu)  is one of numerical method used to solve 
first order differential equation. In this research describe about modification of  Runge Kutta 
fourth order method using combination of Lehmer means (RKKuCCL) with p = 1 and p = 2 in 
order to obtain a variant of the RKKu equation. Modification of RKKu method using combination 
of Lehmer means (RKKuCCL) obtainted by replacing aritmatic means with convex combination 
Lehmer means for  p = 1 and p = 2. Based on the result study, the truncation error and stability 
value of RKKuCCL were obtained at the fifth order. Numerical simulations are performed on two 
sample problems to test the truncation error obtained and the results shows that the errors from 
the Modified RKKuCCL Method are better than RKKKu, RKKuG, and RKKuH method for yy '  
at 2,0  while for differential equation y' = 1/y, the error of  RKKu is better than RKKuCCL 
method. 
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1.1 Latar Belakang 
Berbagai disiplin ilmu pengetahuan seperti dalam bidang fisika, ekonomi, 
sains dan teknologi, kimia, biologi dan lain-lain seringkali melibatkan persamaan 
matematika. Persamaan matematika yang paling sering digunakan adalah dalam 
bentuk persamaan differensial. Persamaan differensial yang paling sering dibahas 
adalah persamaan differensial biasa orde satu. Persamaan differensial orde satu 
memiliki bentuk umum sebagai berikut: 
     (   ) (1.1) 
dengan nilai awal  (  )    . 
Solusi dari Persamaan (1.1) dapat diperoleh dengan menggunakan metode 
analitik ataupun metode numerik. Metode analitik adalah metode yang dapat 
memberikan solusi eksak dengan galat sama dengan nol, sedangkan metode 
numerik adalah metode yang memberikan solusi hampiran yang mendekati solusi 
eksak. Akan tetapi, solusi dari persamaan matematika yang cukup rumit kadang 
tidak dapat diperoleh dengan menggunakan metode analitik sehingga harus 
menggunakan metode numerik. Metode numerik yang dapat digunakan untuk 
menyelesaikan persamaan matematika dalam bentuk Persamaan (1.1) adalah 
Metode Euler, Metode Heun, Metode Taylor, dan Metode Runge-Kutta. 
Metode Runge-Kutta merupakan metode yang lebih sering digunakan 
sekaligus lebih praktis untuk menemukan solusi dari persamaan matematika jika 
dibandingkan dengan metode-metode lainnya karena tidak membutuhkan 
perhitungan turunan dan memiliki galat yang lebih kecil. Metode Runge-Kutta 
memiliki banyak bentuk berdasarkan pengambilan nilai parameter bebasnya 
diantaranya, Runge-Kutta orde empat Klasik, Runge-Kutta orde empat Kutta, 
Runge-Kutta orde empat Gill, dan Runge-Kutta orde empat Kuntzmann (Lapidus, 
1971). 
Modifikasi metode Runge-Kutta Orde Empat telah banyak dilakukan oleh 




Kutta orde empat klasik menjadi persamaan yang mengandung unsur aritmatik 
lalu mengganti deret aritmatik tersebut dengan deret geometri sehingga 
menghasilkan metode Runge-Kutta baru berdasarkan deret geometri, (Sanugi dan 
Evans, 1994) menghasilkan metode Runge-Kutta yang baru berdasarkan deret 
harmonik, (Evans dan Yaakub, 1995) menggunakan rata-rata kontra harmonik, 
(Yaacob dan Sanugi, 1998) menggabungkan antara rata-rata aritmatik dengan 
harmonik, (Murugesan dkk, 2002) mengkombinasikan antara rata-rata aritmatik 
dan centroidal. 
Modifikasi Runge-Kutta orde tiga dengan mengkombinasikan rata-rata 
Lehmer     dan     telah dilakukan oleh (Jayanti, 2018), selanjutnya (Ulfa 
dan Wartono, 2019) mengganti rata rata aritmatik pada Runge-Kutta orde empat 
klasik dengan kombinasi rata-rata Lehmer     dan    . Selain itu (Mirna, 
2013) memodifikasi Runge Kutta Kuntzmann berdasarkan rata-rata harmonik, 
(Nasution, 2013) memodifikasi Runge Kutta Kuntzmann berdasarkan rata-rata 
kontra harmonik, dan (Yuliarni, 2013) memodifikasi Runge Kutta Kuntzmann 
berdasarkan rata-rata geometri. 
Berdasarkan tinjauan literatur, modifikasi terhadap Runge-Kutta Kuntzmann 
hanya menggunakan satu jenis rataan. Oleh karena itu maka penulis tertarik untuk 
mengembangkan penelitian modifikasi metode Runge-Kutta Kuntzmann dengan 
judul “Modifikasi Metode Runge-Kutta Kuntzmann Menggunakan 
Kombinasi Rata-Rata Lehmer Dengan     dan    ”. 
 
1.2 Rumusan Masalah 
Perumusan masalah pada tugas akhir ini adalah bagaimana menentukan 
rumusan baru, galat, serta kestabilan dari Modifikasi Metode Runge-Kutta 
Kuntzmann menggunakan kombinasi rata-rata Lehmer dengan     dan    . 
 
1.3 Batasan Masalah 
Batasan masalah pada tugas akhir ini yaitu hanya menggunakan Metode 
Runge-Kutta Kuntzmann, kombinasi rata-rata Lehmer dengan     dan    , 





1.4 Tujuan Penelitian 
Tujuan dari penelitian tugas akhir ini adalah: 
1. Mendapatkan Rumusan baru dari modifikasi metode Runge-Kutta Kuntzmann 
dengan menggunakan kombinasi rata-rata Lehmer dengan     dan    . 
2. Menentukan galat dan kestabilan metode Runge-Kutta Kuntzmann dengan 
menggunakan kombinasi rata-rata Lehmer dengan     dan    . 
1.5 Manfaat Penelitian 
Manfaat dari penelitian tugas akhir ini adalah: 
1. Meningkatkan kemampuan penulis maupun pembaca untuk mengembangkan 
atau memodifikasi bentuk metode numerik sebagai penyelesaian permasalahan 
matematika khususnya persamaan diferensial orde satu. 
2. Hasil penelitian dapat digunakan untuk menentukan solusi dari persamaan 
diferensial orde satu. 
3. Hasil penelitian dapat dijadikan bahan untuk mengembangkan metode lainnya. 
 
1.6 Sistematika Penulisan 
 Sistematika penulisan tugas akhir ini mencakup lima bab, yaitu: 
BAB I Pendahuluan 
 Bab ini berisi latar belakang, rumusan masalah, batasan masalah, 
tujuan penelitain, manfaat penelitian dan  sitematika penulisan. 
BAB II Landasan Teori 
Bab ini berisi teori-teori yang akan digunakan untuk menyelesaikan 
permasalahan dalam tugas akhir ini. 
BAB III Metodologi Penelitian 
 Bab ini berisi langkah langkah yang akan digunakan untuk 
menyelesaikan permasalahan dalam tugas akhir ini. 
BAB IV Hasil dan Pembahasan 
 Bab ini berisi tentang pembahasan dari hasil penelitian. 
BAB V Penutup 





Bab ini berisikan tentang persamaan diferensial biasa orde satu, deret 
Taylor, metode Runge-Kutta orde empat, metode Runge-Kutta Kuntzmann, galat 
pemotongan serta kestabilan metode Runge-Kutta Kuntzmann, deret Lehmer, dan 
kombinasi konveks. 
2.1 Persamaan Differensial Biasa Orde Satu 
Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang melibatkan turunan 
dari satu atau lebih variabel terikat (dependent variable) terhadap satu atau lebih 
variabel bebas (independent variable). Persamaan diferensial biasa dapat 
diklasifikasikan berdasarkan orde. Orde persamaan diferensial adalah tingkat dari 
turunan tertinggi yang termuat dalam persamaan diferensial tersebut. Bentuk baku 
persamaan diferensial biasa orde satu dengan nilai awal ditulis sebagai berikut: 
           (2.1) 





Persamaan diferensial biasa orde satu yang tidak mengikuti bentuk baku 
tersebut harus ditulis ulang menjadi bentuk Persamaan (2.1) agar dapat 
diselesaikan secara numerik. 
Contoh 2.1 (Purcell, 2008)  Tentukan penyelesaian khusus dari 
  
  
                . 
Penyelesaian 
Berdasarkan persamaan tersebut, maka diperoleh 3)( xp  dan 
xxexf 3)(  , 
sehingga faktor integral yang sesuai adalah: 
xdxdxxp eee 3
)3()(     
Dari perkalian dengan faktor integral ini, persamaan kita mengambil bentuk: 
  xye
dx
d x 3  














Dengan mensubstitusikan     ketika     membuat    . Penyelesaian 
khusus yang diinginkan adalah: 
.4
2
1 332 xx eexy    
Terdapat dua cara untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa orde 
satu, yaitu metode analitik dan metode numerik. Metode Analitik adalah metode 
sejati karena ia memberi kita solusi sejati (exact solution) atau solusi 
sesungguhnya yang memiliki galat sama dengan nol. Metode Numerik digunakan 
untuk persoalan rumit yang sering muncul dan sulit, atau tidak dapat diselesaikan 
dengan metode analitik. 
Penyelesaian persamaan differensial biasa secara numerik berarti 
menghitung nilai fungsi di          , dengan nilai   adalah ukuran langkah 
(step) dari iterasi. Pada metode analitik, nilai awal berfungsi untuk memperoleh 
solusi yang unik, sedangkan pada metode numerik nilai awal (initial value) pada 
Persamaan (2.1) berfungsi untuk memulai iterasi. Terdapat beberapa metode 
numerik yang sering digunakan untuk menghitung solusi persamaan differensial 
biasa, mulai dari metode yang paling dasar sampai dengan metode yang lebih 
teliti, yaitu: 
1. Metode Euler 
2. Metode Heun 
3. Metode Deret Taylor 
4. Metode Runge-Kutta 
Contoh 2.2 Berikut diberikan persamaan differensial biasa 
xyy 2' , 1)1( y . 





Langkah pertama adalah menulis kembali persamaan menjadi xyyxf 2),(  , oleh 
karena itu, 
 nnnn yxhyy 21   
Untuk ,1.0h  
Dari soal diperoleh ,1,1 00  yx maka dapat kita peroleh langkah ke-1, 
)2( 0001 yxhyy   
       )1)(1(21,01  
      2,1 . 
dan, 
)2( 1112 yxhyy   
       )2,1)(1,1(21,02,1   
      464,1 . 
Selanjutnya untuk ,05.0h dengan ,1,1 00  yx  
)2( 0001 yxhyy   
       )1)(1(205,01  
      1,1 . 
)2( 1112 yxhyy   
       )1,1)(05,1(205,01,1   
      2155,1 .    
)2( 2223 yxhyy   
       )2155,1)(1,1(205,02155,1   
      349205,1 .                      
2.2 Deret Taylor 
Deret Taylor adalah deret yang berbentuk polinomial yang sering 
digunakan untuk menyelesaikan persamaan differensial. Deret Taylor dapat 
memberikan solusi hampiran atau solusi yang mendekati solusi sebenarnya dari 




Teorema 2.1 (Purcell, 2008) Misalkan   adalah fungsi kontinu dimana turunan 
ke-      nya pada setiap   dalam interval terbuka   yang mengandung  . Maka 
untuk setiap    , 
                     
      
  
       
       
  
       
              
       
  
             . (2.2) 
dengan sisa (galat)       diberikan oleh rumus 
      
         
      
        . (2.3) 
dengan   adalah suatu titik antara    dan  .             
Pembuktian teorema Deret Taylor dapat dilihat pada buku Purcell (2008), 
halaman 107-108. 
Persamaan (2.3) merupakan sisa (galat) dari deret Taylor. Sehingga, jika 
      adalah polinomial deret Taylor, maka diperoleh: 
             
          
      
  
       
       
  
   
                     
       
  
      . (2.4) 
Persamaan (2.2) dapat ditulis kembali dalam bentuk: 
                .  
Ekspansi deret Taylor dapat digunakan pada penyelesaian persamaan 
diferensial biasa orde satu sebagai berikut: 
  
  
       , atau          . (2.5) 
Untuk menghitung nilai hampiran      maka nilai dari  
  ,      , dan      harus 
dicari terlebih dahulu. Berdasarkan Persamaan (2.5) maka bentuk turunan 
persamaan diferensial berikutnya, yaitu: 
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        . (2.8) 
Menggunakan deret Taylor dengan mengekspansikan      disekitar    maka 
diperoleh: 
 




    
  
  
     
  
  
      . (2.9) 
Jika Persamaan (2.5), (2.6), (2.7) dan (2.8) disubstitusikan ke Persamaan (2.9) 
maka deret Taylornya dapat ditulis sebagai berikut: 
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  . (2.11) 
2.3  Metode Runge-Kutta Orde Empat 
Penyelesaian persamaan differensial biasa dengan menggunakan deret 
Taylor akan membutuhkan perhitungan turunan       . Oleh karena itu, Metode 
Runge-Kutta dapat digunakan sebagai alternatif lain dari metode deret Taylor 
karena tidak membutuhkan perhitungan turunan. Metode Runge-Kutta dapat 
menghasilkan derajat ketelitian yang lebih tinggi tanpa memerlukan perhitungan 
turunan        tetapi hanya memerlukan fungsi itu sendiri.  
Bentuk umum metode Runge-Kutta orde-  adalah sebagai berikut: 
                                    , (2.12) 
dengan, 
            , 
                       , 
                              , 
   
                                          . 
Bentuk umum Metode Runge-Kutta dapat ditunjukkan dalam tabel 
Butcher berikut: 
Tabel 2.1 Tabel Butcher Runge-Kutta Orde-𝒏 
0 0 0   0 0 
       0   0 0 
             0 0 
            
                     0 
                 
 
Runge-kutta orde empat adalah Runge-Kutta dengan    . Oleh karena 




                                 , (2.13) 
dengan,  
              
                        
                               
                                    . 
Sehingga bentuk umum metode Runge-Kutta orde empat dapat 
digambarkan ke dalam tabel Butcher  berikut: 
Tabel 2.2 Tabel Butcher Runge-Kutta Orde Empat 
0 0 0   0 
       0   0 
             0 
                 
             
Berdasarkan Tabel 2.2 dapat dilihat bahwa Runge-Kutta orde empat 
memiliki tiga belas parameter 4342413231214324321 ,,,,,,,,,,,, qqqqqqpppaaaa . 
Nilai parameter-parameter tersebut dapat diperoleh dengan mengekspansi 
            ke dalam bentuk deret Taylor. Dengan menjabarkan    hanya 
terhadap variabel   maka diperoleh: 
          , (2.14) 
                 , (2.15) 
                         , (2.16) 
 
                              . (2.17) 
maka ekspansi             pada Persamaan (2.14) sampai (2.17) dalam bentuk 
deret Taylor, yaitu: 
          ,            (2.18) 
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(2.20) 
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     )). (2.21) 
Substitusikan Persamaan (2.18) sampai (2.21) ke Persamaan (2.13), kemudian 
bandingkan dengan deret Taylor pada Persamaan (2.11) untuk mendapatkan 
persamaan parameternya, sehingga diperoleh: 
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Berdasarkan Persamaan (2.22a) sampai Persamaan (2.22g) terdapat 7 
persamaan dan 13 parameter. Dengan mengambil 3 parameter bebas maka akan 





2.4 Metode Runge-Kutta Orde Empat Kuntzmann 
Metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann adalah metode Runge-Kutta 
dengan nilai parameter bebas sebagai berikut: 
   
 
 
     
 
 
   dan     . (2.23) 
Selanjutnya substitusikan  parameter   ,   ,    pada Persamaan (2.23) 
dengan       ,           ,                seperti dalam Tabel 
Butcher (2.2) ke Persamaan (2.22a) sampai (2.22g) sehingga  diperoleh nilai 
parameter sebagai berikut: 
    
 
 
       
 
  
      
 
 
     
  
  
       
  
  




        
  
   
     
   
   
    
   
   
     
  
   
. (2.24) 
Selanjutnya dengan mensubstitusikan Persamaan (2.23) dan (2.24) ke 
Persamaan (2.13), akan diperoleh bentuk umum persamaan metode Runge-Kutta 
orde empat Kuntzmann, yaitu: 
        
 
   
                       , (2.25) 
dengan, 
           , 
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Setelah mendapatkan nilai-nilai parameter dari metode Runge-Kutta orde empat 
Kuntzmann, maka bentuk umum metode Runge-Kutta orde empat Kuntzmann 









Tabel 2.3 Tabel Butcher Runge-Kutta Orde-  Kuntzmann 

























   
 
  
   
 
   
   
 
   
   
 
  
   
 
2.5 Galat Pemotongan 
Penyelesaian suatu persamaan matematika menggunakan metode numerik 
akan memberikan solusi hampiran yang mendekati solusi sebenarnya.  Selisih dari 
solusi hampiran dengan solusi sebenarnya disebut dengan galat. Semakin kecil galat 
maka akan semakin teliti solusi numerik yang diperoleh.  
Galat pemotongan digunakan untuk mencari perbedaan nilai dari galat 
terhadap nilai sebenarnya yang terdapat pada aproksimasi pendekatan polinomial 
    data. Dengan mensubstitusikan polinomial     derajat ke dalam rumus orde 
 , maka kita dapat menghasilkan galat dengan bentuk umum sebagai berikut: 
                    . (2.26) 
Proses perhitungan dari bentuk    ke                dengan 
mengaplikasikan algoritma dapat didefinisikan sebagai metode satu langkah, yang 
secara umum di tulis sebagai berikut: 
                                         . 
dengan   adalah fungsi naik yang tergantung terhadap       dan   yang 
digunakan. Misalkan      adalah solusi sebenarnya untuk persamaan differensial 
biasa, maka untuk setiap   galat pemotongan didefinisikan sebagai berikut: 
                                  (2.27) 
maka dapat diperhatikan bahwa galat pemotongan dari metode Runge-Kutta untuk 
orde   adalah: 




Galat Runge-Kutta orde empat Kuntzmann diperoleh dengan 
mengekspansikan nilai             pada Persamaan (2.25) dalam bentuk deret 
Taylor sampai orde lima (  ) seperti pada Persamaan (2.18) sampai Persamaan 
(2.21)  lalu substitusikan ke Persamaan (2.25) sehingga diperoleh: 
           (
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 . (2.28) 
Kemudian bandingkan Persamaan (2.28) dengan ekspansi deret Taylor untuk      
sampai orde lima (  ), yaitu: 
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(2.29) 
Sehingga dengan mencari selisih dari Persamaan (2.28) dan Persamaan (2.29) 








Galat   
(2.30) 
2.6 Kestabilan Metode Runge-Kutta Orde Empat Kuntzmann 
Teorema 2.2 (Lapidus, 1971)      dikatakan stabil jika semua solusi cenderung 
menuju 0 dan     ketika diaplikasikan untuk   tetap dan      ke persamaan 
      dimana   adalah sebuah bilangan konstan kompleks. 
Analisis kestabilan dari metode Runge-Kutta Kuntzmann diperoleh 
dengan menyelesaikan persamaan diferensial, 
      , dengan nilai awal       . (2.31) 
sebagai uji persamaan. Kestabilan dari metode Runge-Kutta orde empat 
Kuntzmann diperoleh dengan mensubstitusikan Persamaan (2.31) ke persamaan 
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     , (2.33) 
         
 
 
      
 
  
      , (2.34) 
             
    
 
  
       
 
  
       . (2.35) 
Selanjutnya Persamaan (2.32) sampai Persamaan (2.35) disubstitusikan ke 









hyhyhyhyyy nnnnnn    
  (2.36) 
atau, 













   (2.37) 
Misalkan      disubstitusikan pada Persamaan (2.37), maka diperoleh 














  (2.38) 
Persamaan (2.38) dapat diubah ke dalam bentuk grafik daerah kestabilan yang 
menunjukkan keakuratan metode RKKuCCL, sebagai berikut: 
 





2.7 Rata-rata Lehmer 
Rata-rata aritmatika, rata-rata harmonik, dan rata-rata kontra harmonik 
merupakan salah satu bentuk dari rata-rata Lehmer. (Lehmer, 1971) menjelaskan 
bahwa untuk         dan    , maka rata-rata Lehmer orde   didefinisikan 
sebagai berikut: 
        
     
         
  (2.39) 
Rata-rata Lehmer dengan     adalah rata-rata harmonik, dapat ditulis: 
        
   
   
  (2.40) 
Rata-rata Lehmer dengan     adalah rata-rata aritmatika, dapat ditulis: 
        
   
 
  (2.41) 
Rata-rata Lehmer dengan     adalah rata-rata kontra harmonik, dapat ditulis: 
        
     
   
  (2.42) 
Contoh 2.3 Tentukan Rata-rata Lehmer untuk 1p  dengan      dan    . 
Penyelesaian 
Jika 1p ,     dan    maka berdasarkan Persamaan (2.39) diperoleh: 
        
     
         
  
sehingga, 
        
   
     
 
   
   
 









2.8 Kombinasi Konveks 
Definisi 2.2 (Dahl, 2010) Sebuah himpunan 
nRC   adalah konveks jika segmen 
garis antara dua titik dalam C  terletak di .C  Misalkan untuk setiap Cxx 21,  dan 
untuk setiap   dengan 10   , maka: 
  Cxx  21 1   (2.43) 
Titik           
  dan      untuk         sedemikian hingga 
∑   
 
    maka   ∑   
 
      disebut kombinasi konveks dari          
 . 




             . Berikut adalah contoh kurva dari himpunan konveks dan tidak 
konveks: 
 






Metode yang digunakan dalam penyelesaian penelitian tugas akhir ini 
adalah metode studi pustaka yang bertujuan untuk mengumpulkan data dan 
informasi yang dibutuhkan dalam penelitian baik berasal dari buku-buku dan 
jurnal yang berhubungan dengan penelitian. 
Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai 
berikut: 
1. Memperkenalkan bentuk metode Runge-Kutta Kuntzmann, yaitu: 
        
 
   
(                     ). (3.1) 
2. Metode Runge-Kutta Kuntzmann pada Persamaan (3.1) dibentuk menjadi 
persamaan yang memuat unsur aritmatik, yaitu: 




     
 
   
     
 
   
     
 
). (3.2) 
3. Mendefinisikan persamaan kombinasi konveks sebagai berikut: 
    (   )      . (3.3) 
4. Mendefinisikan persamaan Lehmer sebagai berikut: 
  (   )  
     
         
. (3.4) 
5. Mensubstitusikan     dan     ke dalam Persamaan (3.4) sehingga 
didapatkan: 
   
       
 
  dan    
  
      
 
       
. (3.5) 
6. Mensubstitusikan Persamaan (3.5) ke dalam Persamaan (3.3) sehingga 
menjadi persamaan kombinasi rata-rata Lehmer yaitu: 
    (   )




      
 
       
. (3.6) 
7. Kemudian mengganti rata-rata aritmatika dalam Persamaan (3.2) dengan 
Persamaan (3.6) sehingga menghasilkan bentuk persamaan baru yaitu Runge-
Kutta Kuntzmann menggunakan rata-rata Lehmer dengan     dan    . 
 
III-2 
8. Menentukan nilai parameter, galat dan kestabilan dari Runge-Kutta 
Kuntzmaan menggunakan kombinasi rata-rata Lehmer dengan     dan 
    menggunakan Maple.  
9. Mengaplikasikan Metode Runge-Kutta Kuntzmaan menggunakan kombinasi 




  BAB V 
PENUTUP 
5.1 Kesimpulan 
Berdasarkan pembahasan yang dijabarkan pada bab-bab sebelumnya, telah 
dijelaskan mengenai Modifikasi Runge-Kutta Kuntzmann menggunakan 
kombinasi rata-rata Lehmer (RKKuCCL) dengan 1p  dan 2p . Dalam 
penyelesaian metode RKKuCCL untuk menghindari adanya pembagian dua 
polinomial maka dilakukan pemisahan persamaan penyebut dan persamaan 
pembilang. Kemudian hasil yang diperoleh dibandingkan dengan ekspansi Deret 
Taylor sampai orde empat ( 4h ). Kemudian dengan membandingkan koefisien dari 
jh  diperoleh beberapa persamaan. Dengan menyelesaikan persamaan tersebut 
diperoleh nilai parameter 4241323121 ,,,, qqqqq  dan 43q . Metode Runge Kutta 
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Setelah dilakukan modifikasi dengan menggunakan kombinasi rata-rata Lehmer 
maka didapatkan: 
1. Rumusan baru dari modifikasi metode Runge-Kutta Kuntzmann dengan 














































































y   
dengan, 
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2. Galat dan kestabilan dari modifikasi metode Runge-Kutta Kuntzmann dengan 








              
  679932225001335035542180421309 422  yff  
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Berdasarkan hasil simulasi numerik menunjukkan bahwa galat dari metode 
Runge-Kutta Kuntzmann menggunakan kombinasi rata-rata Lehmer (RKKuCCL) 
dengan 1p  dan 2p  yang telah dimodifikasi memiliki keakuratan yang lebih 




Runge-Kutta Kuntzmann (RKKu), Runge-Kutta Kuntzmann Berdasarkan rata-rata 
Geometri (RKKuG) maupun Runge-Kutta Kuntzmann Berdasarkan rata-rata 
Harmonik (RKKuH) untuk persamaan yy ' , sedangkan untuk persamaan 
diferensial yy /1'  menunjukkan bahwa Runge-Kutta Kuntzmann (RKKu), 
Runge-Kutta Kuntzmann Berdasarkan rata-rata Geometri (RKKuG) maupun 
Runge-Kutta Kuntzmann Berdasarkan rata-rata Harmonik (RKKuH) memiliki 
keakuratan yang lebih baik jika dibandingkan dengan modifikasi RKKuCCL. 
 
5.2 Saran  
Penulisan tugas akhir ini penulis hanya membahas Modifikasi Metode 
Runge Kutta Kuntzmann menggunakan kombinasi rata-rata Lehmer dengan 1p  
dan 2p , dan simulasinya hanya membandingkan empat metode. Sedangkan 
Metode Runge Kutta Kuntzmann dapat dimodifikasi menggunakan kombinasi 
variasi rata-rata yang lain. Oleh sebab itu, penulis menyarankan kepada para 
pembaca untuk mengembangkan hasil modifikasi pada tugas akhir ini 
menggunakan kombinasi variasi rata-rata yang berbeda maupun jenis metode 
Runge-Kutta yang lain dengan harapan dapat memperoleh solusi numerik yang 
lebih teliti dan akurat dalam menyelesaikan permasalahan matematis yang 
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Tabel Penyelesaian Eksak, Numerik dan Galat untuk yy '  











Tabel Penyelesaian Eksak, Numerik dan Galat untuk yy /1'  
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